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12 约束满足问题求解途径之比较与分析 
The Compa~son and Analysts of Solving Approachs to Constrain Satisfaction problems 

陈 源 史忠植 O 
(中国科学院计算技术研究 吾 开放实验室 北京100080) 
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人工智能和计算机荤车学领域 中的许多问随都能 

看作一类约束满足问嚣(CSP)，CSP问题由～组变 

量 x】，x”⋯， 对血于各个变量的值域 R1， ，⋯， 

R 和一组约柬条件 c}．一．·，C 组成 。其中每个约束 

B(xl1，X ，一一；‰ )是售卡尔积 x⋯ R 韵 一个 

子集．它指定了相容的变量元组值。ESP问题的一个 

解就是满足所有鲥束的一种变量赋值方案。CSP问 

题的求解就是找到所有变蠹的一个盛多个赋值，使 

约束得到满足。CSP伺飚广泛地应用于计算机视觉． 

电路设计与分析 ．故障诊断推理，信念维护，任务调 

度．科学实验规划．CAD系统和自然语言理解等领 

域 。 

一 般情况下， 题的握解是一个 NP完垒 

问题。经典的 CSP问题的求解方法是基于树的搜索 

算法．在此基础上人们提出了各种改进方苦，包括弧 

一 致性，路径一致性 ，前向检查，回跳．向后标记以及 

一 些变量赋值次序和变量值选择的启发式策略。这 

些方j击基本上从元结构(约束图的拓扑结构)，宏观 

结构(约束之间的关系)以及微观结构(一个变量不 

同值之间的关系)三方面出发．试图j苗过缩小搜索空 

间和寻找最佳攫索路径来提高 CSP问题的求解效 

率。 

从逻辑角度，可以将 CSP问题表示成一组等价 

的一阶谓词公式或命 题公式，通过定理证明方珐或 

模型色 建寻找问题的解。Vempary使用自动机理论 

表示cSP问题 。根据约束构造一个最小确定状态有 

限自动机(MD】、A)，使 CSP问题的求解转捷为寻找 

相应 自动机所接收的语言。Davenport等凡提出一 

个连接主义结构 GENET，将变量·值对作为网络的 

节点，通过神经网络的演化求解 csP问题，由于采 
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诗 ，不同表示 和 采■方法的 特点吐 殪它 =̂n之 阍的 

连接主叉，遗侍算法 P 

取相应拘学习策略，GENET可能跳出局部极小点。 

R[vin则将 CSP『可疆转化为一个等价的整数规划问 

题，通过传教方法求出解的数目，井对一些 cSP阗 

西算法的时间复杂靡上界给出了冕好的结果．De 

KIeer肚真值雏护系统 ATMS的框莱研究了 CSP 

间题的求解，特别是它与一般 CSp概念t弧、节点、k 

一 致性、有向 k一致性的联系和对应 其它的方法包 

括用遗传算挂 和爬山法等局部搜索珐来求解 CsP 

最常见扮饿击是选取未被满足的约束个数作为目标 

函数，目标函数为零时 ，即求得一个解。 

下面我们将从逻辑 ．自动机．整数线性规划，连 

接主义框架和遗传算法的角度探讨 CSP问题的不 

同表示和求解风范，以及不同实现方法的特点和它 

们之间的联系和交叉。 

1．约束满足伺艇的逻辑方法 

CSP问题可以甩一阶逻辑定理证明，命题逻辑 

定理汪明(SAT)。Prolog方法，约束逻辑程序设计语 

言CLP以及命题逻辑的横型创建等不同的逻辑框 

槊加以刻画 ，在不同的逻辑框架内，使用各种标准和 

非标准的方法进行 CSP问题求解 。 

1．1 csP问题的一阶谓词连辑框架 

CSP问题可以严格地用一阶谓词逻辑公式描述 

如 下 

Query：j x x2⋯j x Q(xl，x2．⋯ ．x ) 

Q l， ．．‘·，X ) j Xl3 Xf⋯了 

p。 (X )̂ p时【X2)̂ ⋯ ^P (Xn)̂  

p。m(X1．X? ^p (X㈣x )̂ ⋯  ̂

阳  (X}，X2，Xj)̂ ．．一̂  

pll Ⅱ(X1，X"X3．⋯ ，X ) 

约束被轰示为基本原于公式集合Constraintst 
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{pIi ^ (ci1，Ci2，⋯，c．岫)l1 ik ik+1 n)，Cl是常 

量，P指定了约束所允许的元组值，Constraints包括 

所有一致的变量赋值元组。CSP问题的求解等价于 

找出使 Constraint Query成立的X1，X2，⋯，X．值。 

这样一 个 CSP问 题被形 式 化为一 个 (Con— 

straints，Query)二元组，这个理论的Herbrand域是 

H一{C JP(⋯，C，⋯)∈Co nstraints)，显然这个 H域 

是有限的，存在一个终止的算法 DA确定 Constraint 

Query是否成立：只需对每个元组(c1，C2，⋯， )∈ 

I-P，判断是否有 Constraints Q(c1，C2，⋯，c )，Con— 

straints Q(c1，C2，⋯ ， )成 立 当且 仅 当 Q(c1，C” 

⋯- )中的每个原子公式 P∈Constraints。这个简单 

算法相当于 求解中的穷举算法。 

P 

图 1 一个着色问题 
- 

图 1的着色问题可以形式化为： 

Query；j Xj Z p(X)Aq(Y)̂ s(Z)Ane(X，Z) 
A ne(Y，Z) 

Constraints：{p(r)，p(w)，q(r)，q(w)，s(r)，S(w．)，ne 
(r，w)，ne(w，r)} 

H一{r，w} 
H 一{(r，r，r)，(r ，w)，⋯ ，(w，w，w)} 

使用 DA算法很容易得到当(X，Y，Z)一(r，r， 

w)时 ，Co nstraint Query成立 ，即 (r，r，w)是问题的 

一 个解。如果将Query看作是待证明的定理，则CSP 

有解存在当且仅当 Constraints U一7Query不可满足 

或者说 Co nstrainst U—Query没有 Herbrand模型。 

这样我们就将 CSP问题转化为一阶逻辑下标准的 

定理证明问题，可以使用各种定理证明方法进行求 

解 。 

1．2 CSP问囊的命题逻辑框架 

对 CSP问题的另一种不同刻画是将它作为命 

题逻辑的的模型创建问题。在这个框架下，一个与原 

始 CSP问题相对应的合取范式 F被创建，F中每个 

析取子式包括三类事实：一个变量有多个可能结合 

的值，一个变量必须结合且只能结合到一个值；变量 

之间必须满足相应的约束关系。图1着色问题的一种 

编 码如下 ： 

F一{P=rVP=w，Q—rVQ—w，S—rVS=w， 

一 P=r V—P—w，一Q—r V—Q：W，一S—r V—S 

— W ， 

一P—r V—S—r，一P—w V—S—W，-7Q—r V-,S 

—r，1Q—wV1S=w} 

显然在这个框架下，F的一个模型对应 CSP问 

题的一个解。为 了找 出 F的模型，我们 可以使用 

Davis—Putnam算法。考虑到在这种编码方法下，F中 

没有混合子句，我们可以利用 AC一归结l策略得到简 

化公式 F 。AC一归结有如下性质：F和归结后F 具有 

同样的模型，但 F 的子旬数目和子句长度小于等于 

F。 

由于这实际上是一个 SAT问题 ，我们可以在 

CSP和 SAT问题之间建立一些有意义的联系．如果 

CSP问题每个变量至多有两个值，根据上面的编码 

方法，我们得到了一个2-SAT问题(图1的 CSP问题 

即是这样的例子)，由于2-SAT问题可以在多项式 

时间求解，可以得出相应的CSP问题也可以在多项 

式时间内求解． 

对于不同结构的 CSP问题，可以使用不同的编 

码方法。对于约束比较稀疏的CSP问题和有向约束 

网络问题(约束涉及的变量分为两类：输人变量和输 

出变量，约束对输人变量值不加 艮制)，另外 一种混 

合编码方法被证明是更有效的。 

可以看 出，逻辑方法通过把 CSP问题编码为相 

应逻辑框架下的一组公式，将 CSP问题的求解转化 

为在一阶谓词逻辑下的定理证明或者命题逻辑中理 

论的模型创建，特别地，可以将 CSP问题转化为一 

个 SAT问题。这种方法使我们可以充分利用数理逻 

辑中的方法和理论来研究 CSP问题，得出有用的结 

论。 

2．约束满足问题的有限自动机方法 

Vempaty等人将 CSP问题表示成一个具有最 

小状态的确定有限自动机 MDFA，把 CSP的解看作 

是 自动机所接受的语言，运用相应的自动机理论进 

行求解 一个有限状态自动机是一个五元组 DFA 

(Q，D，6，S，F1)，其中：(1)Q是有限的内部状态集合； 

(2)D是输人符号的字母表，(3)6是状态转化函数； 

Q×D?Q；(4)S是输入状态，(5)F是接受状态集 

合 。 ． 

给定一个 csP问题 ，我们可通过下面的规则创 

建有限启 动机 DFA：(1)空约束对 应空 DFA，空 

DFA 没有状态，接收语言为空集；(2)对约束 C允许 

的每个元组(a ，a2，⋯an)，生成一个相应的 DFA，它 

接收唯 一的串a a2．．·丑-。约束 C对应的自动机通过 

对约束中每个元组对应的 自动机进行 OR操作得 

·9。 
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到；(3)已知两个约束 C。，C 和它们对应的DFAs：M 

(Ql，Dl，6l，S1，F1)和 M2(Q2，D2， ，S2，F2)，可以 构 

造 C。VC ，C。̂ C 和 C。—C 对应的自动机 M，(Q， 

D，6，S，F)，M，={(ql，q2)Iql∈Q1 and q2∈Q2}，6 

((ql，q2)，a)一(8l(ql，a)，62(q2，a))，这相当于将 a同 

时作用于 M。和 M 上。开始状态 S=S US ，接收状 

态 F根据具体操作符决定。OR：F一{(ql，q2)Iq-∈Ft 

or q2∈F2}；AND：F一{(q1，q2)Iq1∈Fl and q2∈F2}； 

Diff：F={(ql，q2)Iql∈F1 and q2告F2}；(4)给定约束 

C和它对应的 DFA M(Q，D，6，S，F)，可以构造一C 

对应的自动机 M (Q，D，6，S，F )，M 与M 唯一不同 

是接收状态，F ={qIq F}。(6)在每一步生成相应 

的DFA后，我们都通过状态等价算法得到等价的具 

有最小状态的确定有限状态自动机 MDFA。由于接 

收同一种语言的最小DFA都是同构的，通过这种构 

造方法，一个 CSP问题得到唯一的一个 MDFA，相 

应的CSP问题转化为自动机问题： 

可满足性 CSP可满足等价于 MDFA有接收状态 

有效性 求 CSP问题的所有解可以通过深度优先 

遍历 MDFA得到 

等价性 两个CSP等价骨相应的 MDFA同构 

下面将给出利用有限自动机求解CSP的步骤： 

1．对于约束允许的每个元组值构造一个最小有 

限自动机 MDFA； 

2．对于每个约束 C，通过 AND操作构造出约束 

对应的最小有限自动机； 

3．根据约束之间的与或关系，由约束对应的 

MDFA通过 AND，OR，DIFF等操作构造出 CSP 

问题对应的有限 自动机 DFA，最小化得到 MI)- 

FA： 

4．在 MDFA上进行CSP问题求解。 

图2是一个简单的例子：利用自动机方法求 

解图1的 CSP问题。 

自动机方法将约束表示和约束推理统一在 

有限自动机中，不仅提供了CSP问题的一种规范 

表示，而且它允许渐增地创建和操作约束。一旦 

建立起相应的自动机，我们可以对相似约束问题 

进行复用 ，充分利用以前的计算结果。比如上面 

例子中，在P与Q之间加入了新的约束关系Cm， 

我们只需要建立 Cm对应的 MDFA，然后将它与 

以前得到的 MDFA进行 AND操作 ，这样就生成 

了新CSP问题对应的MDFA。这种计算的复用是 

传统的方法所不具备的 ，它使自动机方法非常适 

合于渐增地加人约束。对于同一个 CSP问题的不 

·】0· 

同查询，自动机方法也避免了代价高昂的重新计算 

和回溯。另外，自动机方法允许约束间有任意的逻辑 

关系，而不仅仅是简单的 AND关系。所有这些特点 

使 MDFA方法很适合于用来建造知识库，用于存储 

约束和进行约束推理 。 

自底向上创建的有限自动机在结构上对应着一 

个自顶向下的回溯搜索树。MDFA实际上是将搜索 

树中等价状态规约为一个单一状态，将失败节点删 

除而得到的图。不同的自动机合成次序将导致不同 

的时间和空间消耗，传统搜索方法中一些变量赋值 

次序的启发式策略完全可以应用到自动机方法中。 

进一步我们可以研究和探讨什么样的 CSP问题适 

合于自底向上的方法，什么样的 CSP问题适合于自 

顶向下的方法。 

3．约束满足问题的代数方法 

Rivln等人给出了一种将搜索问题与代数方法 

相结合的 CSP问题求解方法：将一个 CSP问题形式 

化为一个整数线性规划问题，通过多项式乘积进行 

求解。这种方法的一个优点是它可以方便地决定解 

的数目，并且可以对一些 CSP问题给出更简单的时 

间复杂度上限估计． 

1．每个可能的赋值 V —dj，我们引进一个新的 

变量Xi{a对于每个变量 ，有方程 ： 

_、 

厶 X 一1 (1) 
z<j<m 

它表达了这样一个事实：每个解中变量有且仅 

约束 允许的元组 有限自动机 

CPs (r,w) 

(w，r) 

“r’w)．(w'r)： 

( ：( r)，(r'w)I 

c ( “r，Lw (w'w’r)} 

图2 使用 MDFA求解图着色问题 
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有一个值。 

2．对于每个不一致的赋值元组 ，比如 {V —dj， 

一d1}有方程： 

Xi．j+ ．1 1 (2) 

显然 ，方程有 n·m个变量X1．j’方程组的所有解 

xi．j为1或0，解 Xi．j一1对应于 CSP解中有赋值 vi— 

dj。这样一个 CSP问题就被转化成了一个标准的整 

数线性规划。对0—1规划的求解，运筹学中有方法和 

技巧，在这里就不介绍了，我们仅给出几个结果。 

·CSP问题解的数目。n个变量，每个变量取值 

数为 m的 CSP问题对应于线性方程组： 
N 

厶 cq,i xj：si，i一1，⋯ ，M 
i-1 

其中有 si一1 or 0， ，j=1 or 0，N=mn 

定义生成函数 雪(Y ，⋯，YM) 
N M 

雪(Yl’⋯，Y )一II(1+iⅡY ) 
j-i i一1 

，  

一  

方程的解数 目就是生成函数 雪中项儿 的系数。 

对于形如 厶 X|．j≤1的方程组，它实际上蕴含 
1S 压 m 

了两个等式方程，一是 厶 Xi．j一1，二是 X|’j— 
l m 1 jS 

0，不等式的解的个数就是两个等式方程解数 目的 

和，由于它们的生成函数是一样的，我们可以避免不 

必要的计算。如果方程组中有 a个不等式，我们用等 

式替换不等式，计算各种组合情况下生成函数项 
M 

ⅡY．i的系数值，方程组的解数目就是2‘个系数和。 

·找出CSP问题的解。引进 N=mn个不同的变 

量 啦，定义另一个不同的生成函数 雪(Y ．．' )一 

N M  M 

Ⅱ(1+ai IIY )。计算出生成函数中项 ⅡY 的系 
J一 1 i-- 1 l一1 

数，这时它不再是整数，而是不同 ai乘积项的组合， 

每个乘积项对应 CSP问题的一个解。 

算法的时间复杂度是O(nm2 “)，M 是 CSP问 

题转换得到的方程个数。对于 n皇后问题，有 N— 

n 。
，2n个方程对应行和列约束，2(2n一1 )个方程对 

应对角线约束 ，总的方程个数 M一6n一2，可以估计 

出算法时间复杂度是 O(n。32“)。这种方法在搜索问 

题和代数求解方法之间建立了联系，它使我们可能 

利用复杂的代数技 巧来求解和分析 CSP问题。例 

如 ，可以根据生成函数的性质来估计解的大概数目 

或得到解数目的上界，这对于估计CSP问题的难度 

是特别有用的。 

4．约束满足问题的连接主义方法 

在求解象百万皇后这类问题时，传统的搜索方 

法常常显得无能为力，一些迭代改进方法通常有更 

好的效果。其基本思想是先产生一个初始解，它很可 

能是一个不一致的赋值，然后在可能的赋值空间中 

对这个解进行修正，尽量减少冲突约束数目，最后达 

到冲突数为0。这种方法实际上将 CSP问题转化为 

一 个优化问题，它包括下面介绍的神经网络进化方 

法，遗传算法以及 Minton的最小冲突爬山搜索法。 

尽管这种方法是不完备的，但实验证明这种方法能 

够在较短的时间内求解一些大规模的 CsP问题，对 

于 这些 CSP问 题，完备 的搜 索是 不 可能 的，象 

Minton的方法能在几秒钟内求出一百万皇后问题 

的一个解。局部搜索方法的一个主要问题是它可能 

陷入局部极小点，尤其是对于约束比较密集和解的 

数目相对较少的情况。Davenport等人提出了一种 

解决 CSP问题的联接主义结构 GENET，它在一般 

网络结构中加入一些启发式学习策略来眺出局部极 

小点 。 

·GENET网络结构。每个变量由一族标记节点 

表示，每个标记节点对应变量的一个赋值，标记节点 

有两种状态 on和 off。一个标记节点的状态 S(i-j)表 

示是否将值 dj赋给变量 Vi(Sci．j)=on，则Vi=dj)，显 

然一族中只能有一个标记节点的状态为 on。一个标 

记节点输出为1如果它的状态是 on，否则输出为0。 

标记节点之间有连接当且仅当两个标记节点所代表 

的赋值不相容，每个标记节点的输入是连接到它的 

所有标记节点的输出加权和： 

I(i．j) 厶 W (i．j)(k．1)Vck．1) 

为Oil 

2在局部极小点．减小冲突连接的权值 

雷3 着色问题对应的 GENET网络 

其中w j，是标记节点(i，j)和(k，1)间连接的权值。 

初始状态时，所有权值被置为一1。根据这种构造，一 

个标记节点的输入说明 了当这个标记节点状态为 

on时 ，有多少冲突的约束。如果没有冲突 ，输入将是 

最大值0。当网络中所有 on节点的输入都为0时(全 

局最小点)，相应的 CSP问题得到求解，状态为 on 

的标记节点对应的赋值组成系统的一个解．在一族 

节点中，GENET置具有最大输入的节点状态为O10-， 

·】】· 
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当有两个节点输入值都为最大时，随机选择一个。 

象大多数 Hil1爬山搜索一样，GENET可能陷 

人局部最小点。在一些时候 ，GENET能够通过眺到 
一

些具有 同等目标 值的点来逃脱 局部极 小点。 

GENET中权值可以看作是冲突约束的代价值，一 

个GENET状态的代价值是在这个状态下所有被冲 

突约束的代价值总和。GENET在冲突节点间使用 

如下的权值修改规则 ： 

Wci．D(k。1)(t+1)=W(i．j)(kJ)(t)一V(i。i)V<k，I) 

GENET的学习策略可以通过增加局部极小点冲突 

约束的代价值来逃脱极小点。为了眺出局部极小，在 

学习后，在局部极小点冲突的约束很少再被冲突。下 

面给出相应的算法： 

1．随机地产生一个初始状态，每个族中只有一 

个节点状态为 on 

2．对所有族，同时对族中节点进行状态更新 

3．如果步骤2中没有节点改变状态，则 

(a)如果所有 on节点输人为0，找到一个解，算 

法 此 ’ - 

(b)否则，激活学习算法 

4．回到步骤2 

实验结果表明具有学习策略的GENET性能超 

过简单的基于最小冲突的 Hit1爬山搜索方法。 

5．约束满足问题的遗传算法 

前面提到可以将约束满足问题转化为一个优化 

问题，目标函数为冲突约束的数目，我们可以考虑使 

用遗传算法来解决CSP问题。一种最直接的表示方 

法如下，将 CSP问题的解直接编码为串 a a2．．·a ，代 

表相应赋值：变量 vi—at，i----1，⋯，n。串的适应值定 

义为对应赋值所冲突的约束数目。通过杂交，突变等 

遗传算法，最终得到适应值为0的串，即问题的解。 

图4 遗传算法求解着色问题示意图 

总结 上面我们讨论了 CSP问题的几种不同的求 

解途径，包括基于逻辑的方法．自动机方法，整数线 

性规划方法，连接主义方法和遗传算法等。每种方法 

基本上都涉及两个问题：①问题表示。将 CSP问题 

表示为一个特定领域的问题；②问题求解。一旦得到 

CSP问题的表示，我们可以充分应用相应领域里的 

方法和技巧进行求解． 

·1，2．· 

不同的方法有着各 自不同的特点，逻辑方法由 

于将 CSP问题转化为定理证明或模型寻找，可以利 

用逻辑理论得到一些有用的方法和结论，比如说将 

CSP问题转化为 SAT问题，由于变量域小于2的 

CSP问题对应的2-SAT问题有多项式时间算法，我 

们可以得到相应的 CSP问题可以在多项式时间内 

求解。自动机方法将表示和计算统一为最小确定有 

限自动机，允许动态地创建约束 ，计算结果可以复 

用，并且允许约束间任意的逻辑关系，这些特点使它 

很适合用来构建基于约束表示的知识库。整数线性 

规划方法使我们能够使用各种巧妙的代数方法来有 

效地求解和估计问题解的数目以及算法的复杂度， 

这对于分析 CSP问题的难度很有意义。连接主义、 

遗传算法等方法则将 CSP问题转化为一个优化问 

题进行求解，尽管不完备，但是对求解问题规模相对 

比较大的 CSP问题特别有效。 

各种方法之间也存在一些内在的联系。连接主 

义和整数线性规划等方法都涉及翔(变量，值)二元 

组，它们的基本单元：神经网络中的标记节点和方程 

中的变量都是(变量，值)对。为了减小问题的规模， 

可以在求解前利用变量 值可交换性进行预处理，删 

除变量域中冗余的等价值。自底向上构造的自动机 

方法在结构上对应于一棵自顶向下的搜索树，利用 

树搜索算法中变量和值的启发式策略来指导自动机 

构造顺序可以有效地提高求解效率。研究这些不同 

方法所适合求解的 CSP问题以及这些方法之间的 

结合是一个非常有意义的课题。 
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